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lJNE DEIHUNSTRATION COMBINATO!RE DE LA FOHMULE 
DE LAGRANGE A DEUX VARIABLES 
0. Introahction 
k~ formula d‘inverkti de Lrtgrarqy (il unr wiable) est trCs utilisk 
par ks “combinatorici~ns“, auxyucls el!t: pwnw t. cn maMt‘s occasions, 
de r6alkr Nlr;amment dcs dCnomIwmcnts. 
En l%O. Rancy 141 ;L don& ;Ic ct’ttc formuir- unc prr;-WC pwremcnt 
cmmbinatoire. repriw par Schutxcnlxqw 151. 
De son c&e Good [ 31 3 ~~n~rrr~isC pour lcs functions ;I l.lusicurs vari- 
ables Mite formule. pa Its moycns dc hnaly~ classique. 
Cette formule gMrsrli& est devunue. rllc aessi, un oirtil apprGci6 
des combinutoriciens. notxnment Brown c!t Tut tc 1 I ) CI Cori [ 2 I. 
C”est la ghhalisation 6 deux vrriahks qut’ nc.us nous sommrs proposh 
d’etablir ici par ks moyens conrbinatcws. Dtins un prcnlier temps, nous 
n0us limitons I un 43s simple, crlui oi.4 Iti systCnit’ d*tiqu;ltk.:lsf = xg(f,g), 
g = y (I( I: g) M* reduit ;i f = xg(g). g = .V G(f). 
Unc vok nuturelle consistuit ri s’inspircr de iit dtmonstration de Raney, 
axt,!~ Sur I’tituJc riu langage de+ Lukacitwicz st cur Ia notron de mats con- 
.rugw?s. Clt’lk notion s’avhnt inad6qurrtc Cans Ie cas de deux variables., 
nous avons trtri amcn6s i cn introduirc unc nouvcllc (a.hAtant la CO+ 
Jug&on “ordinarre” c 3mme cas parlia:ulier 1: 1~ X-conjugaison, yui nws 
9 permis d’obtenir dcs r&ultats analogues ri ccux de Raney. 
i = x0 + x1 L +xJ2 + .a . . . 
Ir 
+ x,, I.“’ + ,.. . 
C’est-A-d :re,, 
zz 
. . . * 
le d6firk we application S 
en posant S(f) = S,(f) S/f). 
f est clair que I’application h’ cwxw-ve ?e nombre d’occurrenca; de 
rkkrltat wiwmt se dhnontre ais6ment: S esl une injection de 
e injection va nous servir & hrmuler unc condition nkessaire et 
pour qu’un melt f appartiwne i P’P (0u Qp) et, ceci de t’sqon 
‘“ccr~&i_Yratotie’,‘i 
p un sntier natw I_ I- fun mot de PP. 
j, m = 181, tt = iht. e la Propositbn 2. 
X(g) = n et jUr h) = #a -*- p * 
r~~ervtz le nombre dl’occurrerrc~ts de chaque iettre. CXS deux in- 
&S ne sent qu’une condition nkessaire pour qu’un mot gh(avac: 
t Ii E V”) soit dr la forme S(f) met f f PP. (L’excm~le suivant 
ontre qu’eile n’est pas -Mkar,te: g = x0x I, h = y j .) 
~~si~~~r~~s deux msts g =: xq, . , , xq, et h = _vz 
tFO@ mxessaire c’est-a-dire ve.rdfiant 
1 . . . y, v&+fia~zt cvtte 
qj -I- .*. +y, =n et “j + 0.. +rn = $22 - p. 
n t afors hire, de fapn unique: 
p en 
eI et t2. 
* et il E Y” tcl5 que X(g) = ! rl.!I = I? et p(h) ‘” igl - p = m -- p. 
2 cst un mot c!e la form g”‘g’ h” h’, 
‘). ke chch 4k g’ d6terminx h’ de fapn 
‘un mot g/r vtkifiant A(g) = V21 - p 
est un mot g’l g’ 11” h’, W(iC g = g’ g”, h = h’ h” 
line g’ dc fawn unique.) 
‘un ast&=lsquc sont crux qui sont dfif la 
mtant (SW ltqucl s’zqprriera la paeuve de la fcmmle 
ables) est le s~~~iva2~t: 
(ii) &tant donnO (g. h) E X’ X Y * verifiant k(g) = Ihl et ptir) ” 1gI ---/A 
pwr tout g’ SZ g nous dPsignerons par Mg’) l’enticr relatif &’ 1 -. Ig’l 
dans lequel h’ est dCl ini )wr It’ Q Ir et G’l = X(g’); 
[iii) rwec ccttc notation, lc ThCorCme 2.3 dcvient: gh E S(Pa) * Mg’)>-p 
pour tout g’ < g: 
(iv) nw.~s appellerans A-cofijugue asswAP A g” k mot g” g’ h” k’ dans 
1equct g = g’g” et it = 12’ h”. 
Le thkw~mr rkultc imm&Iiatenrent dcs trois lcmmes suivants: 
Voici une dtimonstration r&urn& de ces trois lemmes: 
( i ) Posons k 7 min{N(g’ ): g’ ?Q g:r et prwons Ie plus court fwcur 
gauche g’ de g t~l que N(g’) = k. On verifie alors que le IkconjugG associe 
i g:) est dims S(PpI. 
(2) La condition (a) est ntcessaire: en effet, sig =g’g” avec N(g’)a 0 
ators AI 6 - p et g”g’ h” he ne put pas We dans SW’); la condition 
(b) est egalcmcnt nkessaire: Si g = gi gi g” avec N(g; ) = N(g; gi) = -.-i 
et g> non vide, ators N(g”g;) = -p et le X-conjuguP associC A g; gi n’est 
pas dans SW). 
Mciproquement on v6rifie ai&ment que, si (a) et (b) sont v&GfiCs, 
alors ie h-conjuguti asso&i6 5 g’ est dans S(fp j. 
(3) Par r&xrrcnce sur p; le lemme est trivial pour p = I. Pour un entier 
quefconque p 3 1 et un mot gh de Z(fQ il suffit de d&montrttr I’existence 
degp-r <g. 
OnaMp)= -p f 0; CMI peut done krirc g = g’ Xi ct h = h’h” avec 
Ih’I = A@ 1; OII a afop< 
N(g’) > am - pth”) -‘- Igf -I- 1 = -Ip + 1 I._ pc(h”) ; 
adme une solution utriquc. 
Oe plus wit It2 dhxminant: 
i . 
I 
I 
ns yue c,, * et d,, n dQxndent de x et de y, 
it fes “vriiis” k3cffi&nts du dbxloppwten t en 
u m. .n 
. 
pour f. 
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